CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASAAIXA

1. Pe diagonala BD a paralelogramului ABCD se considerd punctul M astfel incat BD =3-BM . Fie
P, punctul ales astfel incat 2- AP=3-AM . Demonstrati ca:

W AM = (24B+AD):

b)Eﬁ=%X5

¢) punctele B, P si C sunt coliniare.

2. Se consideri o functie f:N" — N avind urmitoarele proprietiti:
(i) f(m+2n)= f(m)+2f(n), pentru orice numere impare m si n;
(ii) f(m-n)= f(m)- f(n) pentru orice numere m si n de aceeasi paritate.
a) Calculati f(1), f(3) $1 f(5) ;
b) Demonstrati prin inductie completd ¢ f (2n+1)=2n+1,(V)ne N
Gazeta Matematica 7-8-9/2010, modificata

3. Multimea A={a,b,c} = N"se numeste "aritmetica" daca unul dintre elementele ei este media

aritmetica a celorlalte doua.
3+17

=n

(De exemplu multimea {3,10,17} este "aritmeticd", intrucat: 10 =

).

Considerdm multimea M ={1,2,3,...,11}.
i) Justificati faptul ca A:{a,b,c}cN* este "aritmeticd" dacd si numai dacd este de forma

A={a,a+r,a+2r} cuareN .

ii) Sa se determine numarul de submultimi "aritmetice" ale multimii M.

4. O ciocolata are forma unui dreptunghi, fmpartit cu ajutorul unor linii orizontale si verticale in
dreptunghiuri mai mici (pe care le vom numi "patritele”).

a) Catilin taie ciocolata cu un cutit astfel Tncat taietura sa treacd prin centrul dreptunghiului.
Demonstrati cé el va obtine doud bucati cu arii egale, indiferent de pozitia taieturii.

b) Presupunem ca din ciocolatd lipseste un "patratel" oarecare. Cum poate proceda Caitdlin pentru
ca, In acest caz, printr-o singurd tdieturd de cutit, sd Tmpartd ciocolata In doua bucati avand arii

egale?

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA AXA

1. intre localitatile A si B sunt 54 km. Catalin pleaca din localitatea A spre localitatea B si parcurge,
in prima etapd 24 km cu viteza constantd. Apoi se odihneste o ora si ajunge 1n localitatea B dupa 14
ore de la plecare, mergand cu vitezd dubla fatd de viteza din prima etapa. Determinati viteza cu care
s-a deplasat Catalin in prima etapa.

2. Se dau numerele reale x, y,ze (1, +oo) si a > 0. Demonstrati ca:

2 2
a))C+y > ,_xy;
Xty

b) a+lzz,(v)ae(0,oo);
a

2 2 2 2 2 2

+ + +

b) logxy < +log‘,z * g7x 4
Toy+z ToZ+x T ox+ty

3. Se dau numerele reale a,b,ce€ (0,00).

+ ! - ! :l,atuncia2b2—a2b—ab2+a+b—1=0;
14a 1+b 1+4ab 2

b) Descompuneti in factori expresia E(a,b)=a’b* —a’b—ab’ +a+b-1;
1 1 1

+ .
1+2° 1+3° 1+6° 2
Gazeta Matematica 10/2010, modificata

a) Demonstrati ca daca

¢) Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia

4.
o . < < i
a) Se dau numerele complexe z, =a+ib si z, =b+ia, de modul 1. Sd se demonstreze cd z, =—.
“
b) Catalin trebuie s inmulteascd 2011 numere complexe de modul 1. Din greseald, el schimba intre
ele partea reald cu coeficientul partii imaginare, la fiecare factor al produsului si astfel obtine drept

rezultat final numarul %—i;. Care trebuia sa fie rezultatul corect al produsului 2011 numere

complexe?

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASAAXIA
a 0 b
1. Se dau matricele A=| 0 ¢ 0 |e M,(N). Cate astfel de matrice au proprietatea cd atat suma
d 0 e

elementelor de pe diagonala principala, cat si suma elementelor de pe diagonala secundard, sunt
egale cu 7?

< . L 2—|x—2|
2. Se dd functia f : E c R — R, definitd prin f(x)= [———.
2+|x—2|

a) Sa se determine multimea maxima de existentd a functiei f;
b) Sa se studieze continuitatea functiei f pe aceastd multime;

2
¢) Si se calculeze ling(f (x))m;

2
d) S se cerceteze existenta limitei lim( f (x))2

x—2

3. Catalin si Simona fsi trimit mesaje codificate procedand in felul urmitor:
- atribuie literelor alfabetului, excluzind diacriticele, numere consecutive, repetand fiecare numar si
alternand semnele + si - astfel:

A. B C D E F G H ... W X Y Z
N 2 2 S A A R
1 1 2 2 3 3 4 4 12 -12 13 -13

- transforma mesajul intr-un sir de numere (in care zero semnifica spatiul liber dintre doua cuvinte)
si aranjeaza sirul de numere intr-o matrice patratica T € M, (Z), citite pe linii, incepand cu prima

linie, 1n ordinea trimiterii;

I -1 1
- foloseste matricea C=| -1 1 0| pe post de "cheie" de decodificare si obtine matricea
I 0 1

T=C-X
Intr-o zi Simona i-a trimis lui Catilin mesajul KITAC GOM. Decodificati acest mesaj, citit din
matricea X.

4. Se dau functiile f, :R - R, f, (x)=—-:x+m, unde m este un parametru rational pozitiv si fie
m

G, graficul functiei f,,.

a) Dacd p,qe Q. sunt distincte, determinati punctul de intersectie al graficelor G, si G,

b) Sa se demonstreze cd dacad a, b, ¢ sunt numere naturale consecutive, atunci aria triunghiului
determinat de intersectiile graficelor G,, G, si G, este egala cu 1.

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.

MaST Networking, caltate n dezvoltarea competenfelor cheie de matematica, stiinte si tehnologi
I9J Céiléragi, ISJ Cluj, ISJ lasi, ISJ Sibiu, I§J Mehedinfj

[
[ l.j el
NETWVOIRKINC



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

CLASA AXITA

1. Catalin alege, la intimplare, un element al inelului Z, . Aflati probabilitatea ca elementul ales sd

fie inversabil, in fiecare din cazurile:
a) n=12;
b) n=2011(2011 este numaér prim).

2. Populatia unei localitti este P=P(t), unde P(t) reprezintd numdrul de locuitori la timpul ¢,
exprimat 1n ani. Rata de crestere a populatiei este data de legea P'(1)=1-¢', unde e =2,7 este baza
logaritmului natural, iar P'(¢) semnificd derivata functiei P. Daca initial (la timpul ¢z, =0) numarul

de locuitori ai localitatii era 2011, cati locuitori vor fi Tn acea localitate dupa 5 ani ? [6’5 = 148,5] .

3. Fie G:{(“ Z]e M, (Z)lad|+|pc| =1, ab|+|cd|=0}.
C

. o 0 1 . 0 1 . e 2 3 4 . 2 .
1) Daca A= { 0 si B= 1 o , demonstrati cd A,A",A’,A",ABsi A"B suntdin G.
i) Determinati cardinalul multimii G.

b) Demonstrati cd G este grup in raport cu Tnmultirea matricelor.

4. Catalin are la dispozitie 100 de recipiente de forma sferica S, S, ..., Sioo si 10 litri de vin. Stiind

- .. . 1 . . ) ' — e .

ca raza recipientului S, este r, =—= decimetri, oricare ar fi n=1,100, stabiliti dacd ii sunt
3[n2

suficienti cei 10 litri pentru a umple toate recipientele.

4mr’

Nota. Se admite cunoscut faptul ca volumul unei sfere de raza r > O este V =

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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